Chapitre II

Second degré
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I. Fonction polynéme du second degré et forme canonique

1. Définition
Définition :
Une fonction f est appelée fonction polynéme du second degré lorsqu’il existe trois nombres réels a,b et ¢

avec a # 0, tels que pour tout nombre réel x, on puisse écrire :
f(x) =ax*+ bx+c
Cette forme est appelée la forme développée de f.

Remarque :
Dans toute la suite de ce chapitre, a € R*; bER;c €R

2. Forme canonique

Propriété :
Toute fonction polynéme du 2" degré définie sur R par f(x) = ax® + bx + ¢ peut s’écrire :

2 f) = ale— @) +
ou a=—i et ,B=—b;:ac

2a
Cette forme est appelée forme canonique de f.

Remarque : & partir de la forme canonique, on constate que f(a) = B.

Démonstration :
b c
ax2+bx+c=a<x2+—x+—>
a a
or :
o lx= (v ) - ()
x*+—-x=(x+—) —(=—
a 2a 2a
D’ou :

2 2

ax? +bx+c=a <x+£> —<£> +<
2a 2a a

En développant puis réduisant :

ax2+bx+c=a[<x+£>2—b—2+£]
2a 4a?  a
b\*> b%* 4ac
=“[(“z) ‘4—az+ﬁ]
b\*> b?—4ac
=a[<x+%>  4a? ]
b\*> b?—4ac
=a<x+%> " 4a
=a(x—a)2+[9aveccx=—£ et B=—b2_4ac

2a 4a

Méthode : Mise sous forme canonique
Mettre sous forme canonique ’expression suivante : 2x% — 6x — 8
Correction

Nous allons tout d’abord mettre le coefficient de x* en facteur (si le coefficient est 1, pas besoin de cette
étape). Conseil : bien le faire apparaitre dans chacun des termes.

2x2 —6x —8=2x2—2X3x—2%x4=2(x*>—-3x—4)
Nowus allons travailler sur la parenthése désormais. Nous devons trouver de quelle identité remarquable sont tirés
les 2 premiers termes de motre parenthése (x* — 3x).

2
Ici, nous reconnaissons le début de l’identité : (x — 3)2. En effet, (x — 3)2 =x2—-2X1X % + G) =x?—-3x+ %.

2
3 9 3 9
On a donc : (x—;)2 = x? —3x + - ou encore x2—3x = (x—;) —=



2
Nous allons remplacer dans la parenthése, x*> — 3x par (x — g) —

2x2—6x—8=2(x2—3x—4)=2<(x—§)2—§—4>=2<(x_§)2_

2

SO a0

~
. . . 3 25
Nous avons fini notre mise sous forme canonique. Nous avons « =et p=-—.

I1. Equation du second degré

1. Définitions :
Définitions :
e Soit f une fonction polynéme du second degré. Les racines de ce polyndme, si elles existent, sont les
solutions de I'équation f(z)=0.
e Le nombre réel b? — 4ac,noté A (se lit « delta ») est appelé discriminant de 1’équation du second degré
ax*+bx+c=0.

2. Résolution de I’équation du second degré ax*+ bx +c =0

Propriété :

Le signe du discriminant A permet de déterminer le nombre de solutions de ’équation ax® + bx + ¢ = 0, ou a est
un réel différent de 0.

e SiA>0 : I’équation du second degré a deux solutions distinctes dans R :
_ —b=VA _ —b+/A

x =
1 2a

Py et x,
. . . . . . b
e Si A=0 : I’équation du second degré a une unique solution dans R : x, = s

e Si A<O : I’équation du second degré n’a pas de solution réelle.
Démonstration :

o siA>0 : on reconnait une identité remarquable :

offrr 2] -5 -

2a]  (2a)?
L b +\/A_ b VA 0
o R R _———] =
“* 2a  2a * 2a  2a
0 + b + - 0 + VA 0
f—3 = —_— _— —_———_——
“ o x 2a  2a o 2a  2a
<:>x=—£—£ ou x=—£+£ cara#0
2a 2a 2a 2a
<:>x=_b:a\m_ou x =2 qveca#0
o siA=0 : [’équation s’écrit
b2
a — =0
(X * 23)
Comme un produit de facteurs est nul si et seulement st ['un des facteurs au moins est nul, et que
a#0, ¢l vient : x = _zb_a' Cette racine est dite double.
. o A
o siA<O :dlvient : ——>0
4a

2

Et par conséquent : [X + zb_a] — ﬁ > 0 puisqu’un carré est toujours positif ou nul.

Comme a#0, on en déduit qu’il n’y a pas de solutions d cette équation (cette expression ne peut étre
égale a 0 car elle est strictement supérieur ¢ 0 !).



Méthode : Résoudre une équation du second degré

Résoudre les équations suivantes :

a) 2x2—x—6=0 b) 222 —3x +2=0 ¢)2x2+3x+10=0
Correction

a) Calculons le discriminant de 1'équation 2x* —x —6 =0
a=2 b=-1letc=-6doncd=>b%—4ac=(—1)?2—-4x%x2x(—6)=49.

Comme A > 0, I'équation possede deux solutions distinctes :

_—h=vA -(-D-V45 3

T T 2x2 2
_—b+\/Z_—(—1)+\/4_9_2
2T T 2x2

b) Calculons le discriminant de 1'équation 2x? — 3x +Z =0:

a:2,b:—3etc,:§ donc=b2—4aC=(—3)2—4><2><§=0.

Comme A = 0, 1'équation possede une unique solution :
—b -3
X =—=
7 2a 2x2

3
4

c¢) Calculons le discriminant de 1'équation 2x? + 3x + 10 = 0:
a=2 b=3etc=10donc 4 =5b%—4ac=3%>—-4x2x10=-71.

Comme A < 0, I'équation ne possede pas de solution réelle.

Conséquence : Factorisation d’un polynéme du second degré

Propriété :

Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax* + bx + c.
- Si A = 0: Pour tout réel z, on a : f(x) = a(x — x,)?.

- Si A > 0: Pour tout réel z, on a : f(x) = alx — x;)(x — x3).

3. Propriété sur la somme et le produit des racines d’un polynéme du second degré

Propriété :
Dans le cas ou A > 0, x; et x, étant les deux racines de f :
e La somme des racines est égale a :
S=x1+x,=—=
1T X a
e Le produit des racines est égal a :
c
P=x3 Xx,=—
1 XX =7

e Il vient alors : ax* + bx + ¢ = a(x?> — Sx + P)

4. Signe d’un polynéme du second degré

Remarque préliminaire :

Pour une fonction polynéme de degré 2 définie par f(x) = ax* + bx + ¢

- si a > 0, sa représentation graphique est une parabole tournée vers le haut : \_/
- si a < 0, sa représentation graphique est une parabole tournée vers le bas : /\



Propriété : Soit f une fonction polynéome de degré 2 définie sur R par f(x) = ax® + bx + c.

-SiA<O:
a>0 <0 L’équation f{x)=0 n’a
—0 a pas de solution donc la
z 4o - courbe de fne traverse
rd pas ’axe des abscisses.
flx) Signe de a > v
-SiA=0
T — X, a>0 L’équation f{x)=0 a
ad 0 oo a<0 une solution unique
donc la courbe de f°
N
i i > admet son extremum
flx) Signe de a Signe de a e
abscisses.
> |
-SiA>0
X —00 }a X& +oo
flx) Signede a ©  Signe de —a @ Signe de a
a>0 a<0 L’équation f{x)=0 a
deux solutions donc

la courbe de f

/NS
\ / > ‘ / \ [ traverse ’axe des

\/ abscisses en deux

points.

Conséquence : Nous allons pouvoir résoudre les inéquations du second degré en nous servant de ces tableaux de

signes.
Méthode : Résoudre une inéquation
Résoudre I'inéquation suivante : x2 +3x — 5 < —x + 2

Correction :

On commence par rassembler tous les termes dans le membre de gauche afin de pouvoir étudier le signe du

trinome.
x> +3x—5<—x+2équivaut 4 x2+3x —5+x—2<0soit x> +4x—7<0

Le discriminant de x? + 4x —7 est A = 4> — 4 x 1 x (-7) = 44 et ses racines sont :
x4 = VT et X, z_?m: -2 +11

2X1 X1

On obtient le tableau de signes :

V11 —2++11 +00

T —00 -2

flzx) + d) — 0} +




L'ensemble des solutions de 1'inéquation x? + 3x —5< —x + 2 est donc | —2 —v11; -2 + V11].

Une vérification da l'aide de la calculatrice n'est jamais inutile !

On peut lire une valeur approchée des racines sur l'axe des abscisses.

K 2124y

< | L

-i0 {

» =212

III. Variations et représentation graphique de la fonction polynéme de degré 2

Propriété :

Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie par f(x) = a(x —a)®+ B, avec a # 0.
- Sia>0, fadmet un minimum pour x = ¢. Ce minimum est égal a f5.

- Sia <0, fadmet un maximum pour x = @. Ce maximum est égal a f5.

- Sia>0:
T —00 o 400
M
f(z) Bt=m e m = -
|
] |
J :
L .
0 - o
2
- Sia<0: M
L e -+
I
= i
J |
o 1 \
f(‘('c) O _." ' & ' '
)

Dans un repére orthogonal (O,1,j ), la représentation graphique d'une fonction polynéme de degré 2 est une

parabole.



M est le sommet de la parabole. Il correspond au maximum (ou au minimum) de la fonction f.
La parabole posséde un axe de symétrie. Il s'agit de la droite d'équation x = a.

Méthode : Représenter graphiquement une fonction polynéme de degré 2
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = —x? + 4x.

1) Trouver la forme canonique de f.

2) Représenter graphiquement la fonction f.

Correction
1) f est une fonction polynome du second degré avec a=-1, b=4 et ¢=0.
2_
Donc f(x) peut se mettre sous la formef(x) = a(x —a)* + B avec a = —% et p = 2l 4:“6.
On a donc :
_ b _ 4 __ bP-tac  4P-ax(-1)x0 _
=%~ Txtn Zetp= 4a ax(-1) 4
D’ot la forme canonique de f : f(x)= -(2*-2)*+/
2) On a donc f(x) = —(x — 2)* + 4
f admet donc un mazimum pour x = 2. Ce maximum est égal a €gal a 4.
Il est possible de le vérifier : f(2)=-(2-2)°+4=4
Les variations de f sont donc données par le tableau suivant :
Tableau de signes :
T —0 2 400
4
f(z) / \
Tableavw de valeurs :
x -1 0 2 3 4 5
f(x) -5 3 4 3 0 -5

On obtient la courbe représentative de f :

Sy =







A imprimer :
Propriété : Soit f une fonction polynoéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax* + bx + c.

-SiA<O:
a>0 <0 L’équation fix)=0 n’a
— a pas de solution donc la
xz
+oo0 - courbe de fne traverse
rd pas ’axe des abscisses.
flx) Signe de a >
-SiA=0
T . X a>0 L’équation f{x)=0 a
*© 0 too a<o une solution unique
donc la courbe de f°
flx) Signe de a Signe de a > R -stemi
g g sur I’axe des
abscisses.
>
-SiA>0
x —00 xl )Cz 400
. >
flx) Signe de a Signe de —a O Signe de a \ / /N S
> )
E \/ .

L’équation f{x)=0 a
deux solutions donc
la courbe de f
traverse 1’axe des
abscisses en deux

points.
Propriété : Soit f une fonction polynoéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax* + bx + c.
-SiA<O:
a>0 a<0 L’équation fix)=0 n’a
— pas de solution donc la
z +oo - courbe de fne traverse
> pas ’axe des abscisses.
flx) Signe de a >
-SiA=0:
T . X a>0 L’équation f{x)=0 a
*® 0 oo a<0 une solution unique
donc la courbe de f°
N
. . > admet son extremum
flx) Signe de a Signe de a e
- abscisses.
e
-SiA>0:
T —0 X, X, too
: >
a>0 a<0
flx) Signe de a Signe de —a G) Signe de a \ / / N\
> /N7

L’équation f{x)=0 a
deux solutions donc
la courbe de f
traverse 1’axe des
abscisses en deux
points.






