Chapitre VI
Dérivation et variations de fonction

Table des matiéres

I. Fonction dérivée et opérations sur les fONCtioNs dEriVEEs............uuuuueeeeerreeeerrereeeeeeesssseesseeesnensssssssssessennnnns
1. Fonction dérivée d’une fonction dONNEE..........eeeiiiiiiiiiiiinnniiiiiiiieesssre e rrssssssssssssssssssssssssseesssssssssns
2. Dérivée de fONCLIONS USUEIIES......cciiiiiiummriiiiiiiiiiiinnniiiiiiiiinssneniiesssssssssseenssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssnnnsssssnss
3. Opérations sur les fONCLIoNS AErIVEES........ccccceeiiiiiiiiircrrcrccrrrrrr s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s
Il. Applications de la dérivation : lien entre sens de variation et signe de la dérivée................uuuueeeeeeeeen....
1. Variations d’une fONCHION.......cciiiiiimiiiiiiiiiiieenrnsserrrrsssssssssse s ss s ssssssne s s sesssssssnsssesssssssssssssnnnessssssssnss
2. EXtremums d’une fONCHION ....cciiiiiiiiiiiinnriiiiiiiinseernssnssssssen s ssssssssssse e s s s s ssssssasssnesssssssssssssssnssssssssssssnnnnessanes

3. Méthode : étude des variations d’UNE FONCHION .......coveeuuiiiieeiiiieniiiiieeierenererreneeieresnesssrensessstenssssrsnnssssransenssees



I. Fonction dérivée et opérations sur les fonctions dérivées

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Fonction dérivée d’une fonction donnée

Propriété :

Si f est une fonction dérivable en tout point a d’une intervalle I, on dit que f est dérivable sur I.

La fonction qui, & chaque réel z de I, associe le nombre dérivé f’(z) de fen x est appelée la fonction dérivée de f,
noté f’. Ainsi, f1x » f'(x).

Exemple :

Soit g la fonction définie sur R par g(z)=z et soit a un réel. Pour h # 0,
T‘(h) _ gla+h)—g(a) _ a+h-a _ h -1

h h h
On a donc limr(h) =lim1 = 1.

h-0 h-0

La fonction g est donc dérivable en toute valeur a de R et g’(a)=1.

Donc la fonction dérivée g’ est définie sur R par g’(z)=1.

2. Dérivée de fonctions usuelles

Lien vidéo : lien

... est dérivable
. La fonction définie par V, ... de nombre dérivé
Fonction pour tout réel a , . .
. R f'(x) égal a ...
appartenant a ...
Constante f)=k R 0
Identité x R 1
Carré x? R 2x
Cube x3 R 3x2
Puissance x™ R a1
Inver.'se d’une i R — {0} _ n+1
puissance xm xm
1 1
Inverse - R — {0} -=
x x
Raci : ¥ 105 -+ —
X ; too
acine carrée NF

Démonstration : fonction dérivée de la fonction carré et de la fonction inverse

e [onction carré :
. . (a+h)?-a?  a?+2ah+h?-a? 2ah+h?  h(2a+h)
Si f(x)=12?, alors r(h) = ; = - =——=——=2a+h

On a donc ;lmé r(h) = ;lmé (2a+h) = 2a.
Donc f est dérivable en a et f'(a)=2a.
Ainsi, pour tout réel z, f’(x)=2z.

e Fonction inverse :
Soita+ 0 et h+ 0 tel que a+ h # 0.



Alorsf(a+h)—f(a)=L_l=m_ —h

a+h a a(a+h) ~ a(a+h)’

o _fla+m)—f@ _ __h O —
Ainst, r(h) = h ~ a(a+h) xR = a(a+h)’

O N
Par conséquent, ;ll_fg r(h) = ;ll_ffé ( a(a+h)) = T 4@+ a?’

Donc f est dérivable en a et f'(a)== —al—z.
1

Ainsi, pour tout réel z, f’(x)= -=

3. Opérations sur les fonctions dérivées

Propriétés :
Type . oo Fonction
T Fonction a dériver L.
d’opération dérivée
Somme u+v u +v
Multiplication
P B AXu Axu
par un réel
Produit UuXv u Xv+uxv
1 v’
Inverse - avec v(x) # 0 pour tout x € 1 -—
v
uXv—uxv
Quotient % avec v(x) # 0 pour tout x € | .
v

Démonstration : fonction dérivée d’un produit

(wv)(a+ h) — (uv)(a)
r(h) =
B u(a+ h)v(a+ h) —u(a)v(a)
a h
_u(a+hv(a+h) —u(@v(a + h) DR — . (a)v(a)
a h
_vla+M[ula+h) —u(a)] + ua) - v(a)]
a h

[u(a + h) —u(a)] [v(a + h) —v(a)]

=v(a+h) N + u(a) N

Or u est dérivable sur I donc éirr&w =u'(a).

De méme, v est dérivable sur I donc ;lirr&[v(“hhM =v'(a)

En passant a la limite quand h tend vers 0 :

u(a+h)-u(a) v(a+h)-v(a)

tend vers u'(a) et tend vers v'(a)

On en déduit donc :

[u(a + h})l —u(a)] +u@ [v(a + h})l —v(a)]

Ainsi u est dérivable en a et (uwv)’(a)=u’(a)v(a)+u(a)v’(a).
Donc wv est dérivable sur I et (uv)’=u’v+uv’.

;li_r)ré r(h) = ;lllr& v(a + h) =v(a) X u'(a) + u(a) x v'(a).

Méthode : Calculer la dérivée d’une fonction polyndéme, d’un produit et d’un quotient
e Fonction polynéme :
Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par : f(z)=42"-52"+22-1.

Correction :
On a f(x)=h(z)+i(x)+j(x)+k(x), avec h(x)= 42’ i(x)=-527, j(x)=2x et k(z)=-1.
Ainsi, f(z)=h’(x)+i’(z)+j’(v)+k’(x) avec h’(z)=4 X 3x? = 12x?, i’(z)=—5 X 2x = —10x, j’(z)=2 et k’(z)=0.



Par conséquent, pour tout réel x, f’(r)=12x%* — 10x + 2.

De facon pratique, nous ferons une rédaction plus allégée et nous pourrons écrire :
f'(x) =4%x3x2—5%X2x+2=12x% — 10x + 2

e Produit de fonctions :
On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = xv/x.

Correction :
On remarque que f(x) = u(x) X v(x) avec u(z)=z et v(r)=/x.
La fonction u est dérivable sur R et la fonction v est dérivable sur ]0; +oof.
Ainsi, par produit, f est dérivable sur |0 ; +ool.
uw'(x)=1 et v’(m):%.

o , , 1 2 1 Vx  3vx
Adnsi, f'(x) =u'(x) x v(x) + u(x) X v'(x) =1 xﬁ+xxﬁ=\/§+\/§ szx/}+7=—.

2

e Quotient de fonctions :
4x+5

Soit f la fonction définie pour tout x>2 par f(x) = e

Déterminer 'expression de f”.

Correction :
On a fx) = %, avec u(x)=4x+5 et v(x)=-3x+6.

Ces deuz fonctions sont dérivables sur |2 ; 4+oo[ et v(z)#0 sur cet intervalle. f est donc dérivable sur |2 ; +ool.

uw’'(x)=4 et v’(x)=-3.
w O)xv(0)-u@)xvi(x) _ 4(-3x+6)—(4x+5)X(—3) _ —12x+24+12x+15 39

On a donc : f(x) = = =

v(x)2 (~3x+6)2 (-3x+6)2 T (-3x+6)2°

II. Applications de la dérivation : lien entre sens de variation et signe de la

dérivée
1. Variations d’une fonction

Propriétés (admises) :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et sa dérivée f’ sur I.

(1) Si pour tout réel x de I, on a f'(x) = 0 sur I, alors f est croissante sur I.
(2) Si pour tout réel x de I, on a f'(x) < 0 sur I, alors f est décroissante sur I.

Réciproquement :
(1) Si f est croissante sur I, alors, pour tout réel x de I, on a f'(x) = 0.

(2) Si f est décroissante sur I, alors, pour tout réel x de I, on a f'(x) < 0.



Conséquence :
Pour étudier les variations d’une fonction sur un intervalle I, il suffit d’étudier le signe de sa fonction dérivée sur
I. Pour cela, on procede ainsi :

1) Calcul de la fonction dérivée f'

2) Etude du signe de f'(x) sur I

3) Construction du tableau de variations :

X
Signe de f'(x)
Variations de f

2. Extremums d’une fonction

Définition :

Un extremum est soit un minimum, soit un maximum.

Propriété (admise) :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un réel de I.

Si f’ s’annule en changeant de signe en a, alors f admet un extremum local en a.

Ex. :
e La fonction carré a une dérivée qui s’annule en 0 en changeant de signe

puisque f’(z)=2z, donc f admet un extremum local en 0.

-1 0 1

e La fonction cube a une dérivée qui s’annule en 0 mais ne change pas de signe
en 0 (¢g’(x)=32%). La fonction cube n’admet donc pas d’extremum local en 0.

-1 0 1




3. Méthode : étude des variations d’une fonction

Déterminer les variations, le minimum et le maximum de la fonction f définie sur [—2; 3] par :
f(x)=2x3-3x2-12x+6

Correction:

fl(x) =2x3x*—3%x2x—12%X1+0

= 6x* — 6x — 12
Etudions le signe de cette dérivée :
A=(—6)%—4x%6x(—12) = 324 = 182
_6—-18
MT%6 T
_6+18 )
2T %6 T

D’ou le tableau de signes :

X -2 -1 2 3
0 d
1 1
Signe de f'(x) + ! — ! +
| |
13 : 3
1 1
Variations de ! !
f 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
2 ! —14
Enfin, on n’oublie pas de calculer les images de =2 ; =1 ; 2 ; et 4 par f et on compléte le tableau.
Concluston :

o Le minimum de cette fonction vaut —14 ; il est atteint en x = 2.
e Le mazimum de cette fonction vaut 13 ; il est atteint en x = —1.



