BTS SIO -1
Chapitre V

Logique - 2

Contenus

Langage ensembliste

e Ensemble, appartenance, inclusion, ensemble vide.
e Ensemble P(E) des parties d’'un ensemble E.
e Complémentaire d’une partie, intersection et réunion de deux parties.

e Ensemble des éléments z d’un ensemble E satisfaisant & une proposition p(x).
Calcul Booléen

e Algebre de Boole :
o définition ;

o propriétés des opérations, lois de Morgan.
Capacités

e Traiter un exemple simple de calcul portant sur des ensembles finis.
e  Mener des calculs portant sur des variables booléennes.
e Simplifier une expression booléenne en utilisant :

o un tableau de Karnaugh ;

o les régles de calcul booléen.

e Passer d'une situation donnée a une expression booléenne correspondante et inversement.
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|. Théorie des ensembles
[.1. Généralités

Un ensemble peuvent étre définie en extension (on donne alors la liste de ces éléments) ou en
compréhension (on donne alors une propriété caractéristique de ces éléments, formuler en frangais

ou mathématiquement).

Exemples :

o Certains ensembles portent des noms qui leur sont réservés : '’ensemble des entiers naturels
est N, 'ensemble des nombres réels est R. L’ensemble vide se note @ ou {}.

o Soit A ={0;3;6;9; 12;15}. A est définie en extension. Pour dire que 12 est un élément de
A, on note : 12 € A. Par contre 13 ¢ A.
On peut aussi dire que 1 est 'ensemble des multiples de 3 inférieurs a 16, ou, en formulation
mathématique : A = {3K,k € N,0 < k < 5}. Ici, on a défini I’ensemble A en compréhension.

o L’ensemble des entiers naturels de 1 & 5 : [1;5] = {1;2;3;4; 5}

Si un ensemble E a un nombre fini d’éléments, on appelle cardinal de E le nombre d’élément de FE.

On note ce nombre card(E).

Dans notre exemple, on a card(A4) = 6.

On a card(®) = 0.
|.2. Sous-ensembles et complémentaires

Définition :
Un ensemble A est inclus dans E si tout élément de A est élément de E.
vV x, x€EA= x€eE

On note A € E. On dit que A est un sous ensemble, ou une partie de E.

Si (A c E)A(E c A) alors on écrit A = E.

Exemples :
o Soit C et D deux sous-ensembles de ’ensemble E.
Négation de Cc D CeD c’est-a-dire : Ix, x€eC = x&D

@ I'ensemble vide, et E sont toujours des sous ensembles de E.
I'ensemble des caracteres est inclus dans celui des chaines de caracteres.
[1;5] c N. ([1;5] ={1;2;3;4;5})

Les ensembles de nombres Nc ZcD c Q c R.

R n’est pas inclus dans Q car V2 ne peut pas s’écrire sous la forme 2.

o O O O O

. 1 , .
Q n’est pas inclus dans D car 3 ne peut pas s’écrire sous la forme a X 10", n € Z.

O



Définition :

Soit A un sous-ensemble de E. Alors le complémentaire de A dans F est le sous-ensemble de F formé
des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Notation : A ou (gA

x€A signifie  (x EE)\N(x &€ A).

Exemples :
o le complémentaire du vide : F, le complémentaire de E dans E : I’ensemble vide !
o le complémentaire de {V} dans {V;F} est {F}.
o description du complémentaire de N dans Z : Z™* =ensemble des entiers strictement négatifs

[.3. Réunion et intersection

Définitions :
Soit A et B deux sous ensembles d’un ensemble E.
e Alors AUB = (x € Etel que (x € A)V (x € B))

C’est un sous ensemble de E qui s’appelle 'union, ou la réunion de A et de B.
L’élément x doit étre dans au moins un des deux sous-ensembles.

e Alors ANB = (x € Etel que (x € A) A (x € B))

C’est un sous ensemble de E qui s’appelle ’intersection de A et de B
L’élément x doit étre dans les deux sous-ensembles en méme temps.

Exemples :
A={0; 3; 6; 9;12;15}, B ={0;4;8;12;16}
ANB ={0;12} et AUB ={0;3;4;6;8;9;12;15; 16}

Quelques propriétés :

AUA=A AUE =FE AupP=A AUA=E

ANA=A ANE =A ANP=0 ANA

I
S

Exemples : Dans R :

[1;9,3[=]—;1[U[9,3; +o [ [1;4] U [2;5] = [1;5]

[1;4] n[2;5] = [2;4] 1-3;28[NZ={-2; —1;0;1;2}




Diagramme de Carrollde ANB ; ANB ;A;AUB

ANB 5 3 ANE R
B I A 1l
2 A
Diagramme de Carroll de A : B | B || Diagramme de AU B: B | B
4 A
1 A

VA, B sous-ensembles de E: (ANB)U (A N E) =A

Quelques propriétés :

Lois de Morgan : VA, B sous ensembles de F,
alors ANB=AUB et AUB=ANB

Exemple : dans un jeu de lettres, il y a des consonnes et des voyelles, de couleur rouge ou bleu. On

note VB l’ensemble des voyelles bleues. Alors VB est I’ensemble des lettres qui sont soit des

consonnes, soit rouges (soit éventuellement les deux).

VA, B, C sous-ensembles de E

Commutativité : ANB=BNA Associativité : (ANB)NC=An(BnNC)
AUB=BUA (AuB)uC=Au(BUC(C)

Distributivité : AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUuC)=ANB)UANC)

Diagrammede AN BN C: Diagramme de AU B :

B|B|B|B
A

x|

Diagramme de BN C: Diagramme de AU C:

x|




Diagramme de Diagramme de
AU(BNC): (AUB)N (AU CC):

Il. Algebre booléenne

Il.1. Exemple introductif
[I.1.a. Premier montage
On consideére la portion de circuit électrique suivante :

e /®_
B L

A

A et B sont 2 interrupteurs, et L une lampe.

On crée 3 variables numériques a, b et [ ne pouvant prendre que les valeurs 0 ou 1 en décidant que :
e a = 0 si l'interrupteur A est ouvert (le courant ne passe pas) et a =1 si A est fermé ;
e b =0siBestouvert et b =1 siB est fermé ;
e [ =0 silalampe L est éteinte, [ = 1 si L est allumée.

Pour ce montage, on a le tableau suivant :

el el =N =]
e =N I fes il ke ]
— OO O |~

On voit que | = 1 seulement lorsque a ET b valent 1.



[I.1.b. Deuxieme montage

On considére désormais le montage suivant : a b l
Pour ce tableau, on a le tableau 0 0 0

A/ suivant : 0 1 1

—] - _®L_ [ = 1 seulement lorsque a OU b valent 1 0 1

. L 1 1 1

[I.1.c. Bilan

Dans ces deux cas, on a défini des variables ne prenant que deux valeurs : 0 et 1. On dit que ce sont
des variables Booléennes.

Dans le premier montage, elle est le produit des variables a et b, ce qu'on écrit [ = a.b ou plus
simplement [ = ab.

Dans le deuxieme montage, elle est la somme des variables a et b, ce que l'on écrit [l = a + b.

[1.2. Calcul booléen

Considérons :
e Un ensemble dont les éléments sont des variables (souvent noté a, b, c,..) ne pouvant prendre
que deux valeurs : O et 1 ;
e Et trois opérations appeler addition, multiplication et complémentation définies dans

les tableaux ci-dessous :

a b a+b a b ab a a
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

On dit que ’ensemble de ses variables, muni de ces trois opérations, a une structure d’algebre de
Boole. Les variables sont appelées variables Booléennes.

Un lien évident avec la logique montre que ’addition correspond a OU, la multiplication a ET et la
complémentation a NON.

Définition :

On appelle une ALGEBRE BOOLEENNE, un ensemble E muni de deux lois + et e (une loi additive

et une loi multiplicative) qui vérifient les propriétés suivantes :
» Commutativité : VYa € E,VbEE: a+b=b+a et aeb=bea
» La loi + admet un élément neutre noté 0 qui vérifie: Va€E: a+0=0+a=a
» La loi e admet un élément neutre (I’élément unité), noté 1 qui vérifie :

Va€eE: ael=1ea=aqa



» Associativité : Va € E, VbEE, VcEE:

a+Mb+c)=(a+b)+c et ae(bec)=(aeb)ec

» Distributivité : Va € E , Vb € E , V¢ € E: (développer /factoriser)

ae(bt+c)=aeb+ aec
a+(bec)=(a+b) e(a+c)

» VYa€E,3a €E qui vérifie ra+a=1 etaea =0

en a un seul).

L’élément a s’appelle 1’élément complémentaire ou contraire de a. Il est en fait unique (il y
Onadonc0=1 et1=0

Démonstration de l’élément neutre :

Montrons que 0 est [’élément neutre de [’addition :

Sia=0, alorsa+0=0+0=0¢e0+a=0+0=0. Le résultat est égal a la valeur de a.
Sia=1,alorsa+0=1+0=1¢et0+a=0+1=1. Le résultat est égal a la valeur de a.

Donc, quel que soit a, on a bien 0 +a=a+0=a.

Remarques :

Dans une expression, la complémentation est prioritaire sur la multiplication, qui elle-méme

est prioritaire sur ’addition.

Ainsi, si I'on doit calculer a + b¢ pour a =0, b =1 et ¢ = 0, on commence par calculer ¢ =

0 = 1. Puis on calcule le produit bé = 1.1 = 1 et enfin la somme a + bc =0+ 1 = 1.

a+ a = a et plus généralement a +a + -+ a = a.

aa = a et plus généralement aa ...a = a.

Ces formules montrent qu’en calcul booléen, il n’y a ni multiple ni puissance.

1 est absorbant I'addition tout x de F,
En effet, 1 + x =

pour pour 1+x=1

0 est absorbant pour la multiplication : pour tout z de F, 0.
En effet, 0. x =

x+X)+x=Cxx+x)+x=x+x=1
x = 0.

x.X)xx =(x.x).x = x.%

= 0.

L’ensemble des propositions est une algebre booléenne :

loi +

loi o

Complémentaire

Elément nul

Elément unité

Vv

A

non() ou !

0 = FAUX

1=VRAI

L’ensemble des parties d'un ensemble E est une algebre booléenne :

loi + loi o Complémentaire | Elément nul | Elément unité
U n 1] (0} E
On peut représenter une fonction booléenne par une table de vérité : p XOR q

Exemple : la fonction XOR (OU exclusif):

On note

p XOR q

au lieu de

XOR(p,q).-

— - oo
e =N il =

O (==




Résultat : on peut exprimer toute fonction booléenne a l’aide des opérateurs + et o et de la

négation, comme somme de produits (on parle de forme disjonctive).

Méthode : on repere tous les 1 dans la colonne de droite, on exprime chacun comme produit de
variables booléennes. On ajoute les produits obtenus.

Ligne2:p=0 et q=1 © p=letq=1 & peq=1
Ligne3:p=1¢et q=0 © p=letq=1 & peq=1
Bilan: pXORq = 1 si
donc pXORq=peq+tpeq

p=0etgq=1 ou si p=1letq=0

Exemple concret :

Un immeuble de 30 étages ne comporte qu’un seul ascenseur A. Pour limiter le temps d’attente au
rez-de-chaussée, on décide de mettre un deuxieme ascenseur B en service avec un logiciel qui le fera
descendre au rez-de-chaussée sous certaines conditions : si I’ascenseur A est a un étage supérieur au
15 et qu’il est appelé, ou s’il est a un étage inférieur ou égal au 15" mais qu’il monte, ou si
I’ascenseur monte et qu’il n’est pas appelé, ou s’il ne monte pas et qu’il n’est pas appelé mais qu’il
est & un étage supérieur au 15,

On consideére les quatre variables booléennes suivantes s,m et r ainsi définies :

s =1 : « si lascenseur A est a un étage supérieur au 15" étage » ; s = 0 sinon;
m =1 : « si I’ascenseur A monte » ; m = 0 sinon;
r =1 : « si I’ascenseur A est appelé » ; r = 0 sinon ;

F =1: « si le deuxieme ascenseur B est appelé » ; F = 0 sinon.

Traduction :
¢ si l'ascenseur A est a un étage supérieur au 15ieme et qu’il est appelé : ser
s g’il est & un étage inférieur ou égal au 15ieme mais qu’il monte : Sem
+ si ’ascenseur monte et qu’il n’est pas appelé : me
¢ s’il ne monte pas et qu’il n’est pas appelé mais qu’il est a un étage supérieur au 15ieme: m e
res
Bilan : Expression de F en fonction des, metr: F =ser+Sem+me ir+meres
9

Propriétés de calcul des algébres booléennes :

Idempotence A+A=A Ae A=A

Elément absorbant A+1=1 Ae0=0

Propriété de l’absorption A+ (AeB)=A Ae(A+B)=A
Propriétés de MORGAN |A+B=A«B (le NOR) AsB=A+B (le NAND)




Simplification de F = sr +sm+mr+smr
F=srm+srm+sm+mr+smr
F=ms+mr+srm+srm+smr
F=mG+r)+msr+smr+smr

F=m(Gsr)+msr+smr+smr7

(m+s)e(m+m)
=mem-+mem+sem+sem

=mo(m+ﬁ+s)+soﬁ/

=me(l+s)+sem

=mel+sem
=m-+sem

L~

F=(m+s)e1l
F=m+s

F=m(sr+sr)+sm(r+7)
F=mel+smel
F=m+sm

F=(m+s)e(m+m)

Conclusion: On appelle le second
ascenseur si le premier monte ou s’il
est a un étage supérieur au quinzieme

étage.

On verra avec les tableaux comment trouver cela beaucoup plus rapidement !!!

Ill. Tableaux de Karnaugh

Les tableaux de Karnaugh permettent de représenter facilement des expressions Booléennes. Dans

le cadre du programme, on se limitera a deux ou trois variables.

[11.1. Cas de 2 variables

Le tableau de Karnaugh comprend 4 cases, correspondant aux 4 produits ab, ab, ab et ab.

ab

ab

ab

Ql

La premiére ligne correspond a ab + ab = a(b + E) =a.1 =a, la seconde ligne correspond a

a.

De méme la premiere colonne est b et la seconde est b.

Pour représenter des expressions dans un tableau de Karnaugh, on colore les cases concernées par

I’expression.

Exemple :

Pour représenter I’expression @ + b, on colore la ligne a et la colonne b : b b

Ql




Utilité : —
On peut ainsi simplifier des expressions car a ce tableau.

Simplifions I’expression suivante : E = ba+ba + a b a

Ql

Ainsi, on voit que E = @ + b et aussi que non(E) = F = ab

[11.2. Cas de 3 variables

Le tableau de Karnaugh comprend alors 8 cases, correspondant aux 8 produits :
abc,abé,abc, abé, abc, abé, abe, abe.

bc bc bCc bc

abc | abc

abc | ab¢ | abé | abc

Ql

Exemples :
Pour représenter ’expression c, on colorie les colonnes ou 1’on retrouve c :

bc bc

Ql

Pour I'expression @ + b, on réunit la ligne a et les colonnes b (Rappel : + équivaut a une réunion).

bc bc bCc bc

Ql

Utilité :
L’exemple de I’ascenseur :
On avait : Expression de F en fonction de s, m etr : F = s o r 4+ 5% + m'e ¥ -+ ilsimes

Avec un tableau de Karnaugh :
m rm rm Ttm
On trouve que F = s + m grace au tableau... beaucoup plus simple ;)

“|

10
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Exercice O :

a. Donner un exemple de trois ensembles A, Bet C telsque A N B = A N C, mais B # C.

b. Mémes questions en remplagant N par U.

c. A Taide de diagrammes, montrer les identités suivantes :
AUBNC)=AUBNAUCOetAN(BUC)=(ANB)U (ANC)

d. Soient A et B deux parties d’un méme ensemble E.

A Tl'aide de diagrammes, simplifier : (A N (A U B)) N (A U E).

d. Soit A, B et C trois ensembles, on suppose que A € B, B € Cet C C A.
Que peut-on en déduire ?

Exercice 1 :

Pour les valeurs de a, b et ¢ données, calculer les expressions de A, B et C :
A=a+b+c¢, B=ab+c, C=(a+b)c

a.a=0b=1c=1

b.a=1b=1c=1

cca=1,b=1,¢c=0

Exercice 2 :
Démontrer & 'aide d’une table de vérité les formules suivantes :
a.at+ab=a b.a(a+b) =a

Exercice 3 :
Démontrer & 'aide d’une table de vérité les formules suivantes :
a.a+ab=a+b b.(a+b)(a+b)=a

Exercice 4 :

Démontrer a 'aide d’une table de vérité les formules suivantes :

a. a(b+c)=ab+ ac (distributivité de la multiplication)
b.a+bc = (a+b)(a+c) (distributivité de 1’addition)

Exercice 5 :
Démontrer par le calcul les formules suivantes :
a.at+ab=a b.a(a+b) =a

Exercice 6 :
Démontrer par le calcul les formules suivantes :
a.a+b+ab=1 b. (a+b)a.b=0

Exercice 7 :
a. Représenter par un tableau de Karnaugh les expressions :
A=ab+cet B=a+bc

11



b. Utiliser le tableau pour déterminer les expressions de 4 et B.
Exercice 8 :

a. Représenter par un tableau de Karnaugh les expressions :
A=ac+bc+abc et B=ab+ bc+ac

b. Utiliser le tableau pour déterminer les expressions de A et B.

Exercice 9 :

On considere la loi * définie par la table de vérité du tableau suivant :

a b a*b
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

a. En logique, quel est I’équivalent de cette table 7
b. A Paide d’une table de vérité, montrer que a *b = a@.b + a.b.
c. Démontrer par le calcul que a * b = (a + b).(a + b).

Exercice 10 :
Soit A=a.b +a.b + b. Montrer que A = 1 de deux facons : table de vérité et calculs.

Exercice 11 :

On désigne par { la loi définie par a { b = a + b oil a et b sont 2 variables booléennes.
a. Que valent al O et al 1.

b. Soit A = (a ! b) + (a ! a). Simplifier A par le calcul.

c. Soient a,b et ¢ 3 variables booléennes. A-t-on (alb) lc=al (blc)?

Exercice 12 :

Dans un grand magasin, le service clientele a organisé une classification des clients en trois
catégories :

Si le client achete un article, il est classé en catégorie A est a=1, sinon a=0.

Si le client échange ou rend un article, il est classé en catégorie E et e=1 sinon e=0.

Si le client demande des renseignements, il est classé en catégorie R et r=1 sinon r=0.

Soit F = a.e.r +a.e.v

a. Faire le diagramme de Karnaugh de F.

b. En déduire une forme simplifiée de F.

12



c. Retrouver la forme simplifiée de F par le calcul.
d. Quel type de client est F ? Est-ce un client peu intéressant, assez intéressant ou trés intéressant

pour le magasin ? Donner Iécriture la plus simple de F.

Exercice 13 :
Une société désire recruter en interne des collaborateurs pour sa filiale en Asie. Pour chaque société,
on définit les variables booléennes suivantes :
e a=17+s’ll y a plus de cinq ans d’ancienneté dans I’entreprise.
e =1 ¢’il possede un BTS SIO.
e c¢=15¥’il parle couramment ’anglais.
La direction des ressources humaines décide que pourront postuler les employés :
e (QQui satisfont aux trois conditions ;
e QOu qui ont moins de cinqg ans d’expérience mais qui maitrise I’anglais.

¢ Ou qui ne maitrise pas I'anglais mais qui a un BTS SIO.

a. Ecrire une expression booléenne E traduisant les critéres de sélection de la direction.

b. Représenter ’expression E dans un tableau de Karnaugh.

c. A laide du tableau, donner une expression simplifiée de E.

d. Retrouver le résultat par calcul.

e. Déduire des questions 3 et 4 une version simplifiée des criteres de sélection de la direction.

Exercice 14 :
On considére 'expression E = ac + b¢ + ab + abc.
a. Simplifier 1’écriture E & 1’aide d’un tableau de Karnaugh et en déduire que E = b + ¢. Retrouver
par le calcul la forme simplifiée de E.
b. Dans un organisme qui aide des personnes au chomage a retrouver un emploi, on considere pour
ces personnes et trois variables booléennes a, b et ¢ définit ainsi :
e a=1sila personne a 45 ans ou plus, sinon a=0.
e )b=] si la personne est au chomage depuis un an ou plus, sinon b=0.
e =1 si la personne a déja suivi une qualification 'année précédente, sinon c¢=0.
Une formation sera mise en place pour les personnes vérifiant au moins un des criteres suivants :
e Avoir 45 ans ou plus et étre au chomage depuis moins d’un an.
e Avoir moins de 45 ans et ne pas avoir suivi de formation ’année précédente.
e FEtre au chomage depuis un an ou plus et ne pas avoir suivi de formation I’année précédente.
e Avoir moins de 45 ans, étre au chomage depuis moins d’un an et avoir suivi une formation
I’année précédente.
Les personnes qui ne répondent a aucun de ces quatre criteres pourront participer a un stage
d’insertion en entreprise.
1. Ecrire Pexpression booléenne F en fonction de a, b et ¢ qui traduit le fait que la personne pourra
suivre la formation.
2. En déduire les personnes qui ne pourront pas participer a cette formation et qui donc participeront

a un stage d’insertion en entreprise.

Exercice 15 :

13



Le gérant d’un magasin de vente de matériel d’occasion décide de réaliser une enquéte sur les criteres
de choix des clients concernant 1’achat d’ordinateurs.
Il examine trois criteres, associé a trois variables booléennes a, b et c.
e La variable a concerne I'ancienneté. a=0 si ’ordinateur a moins d’un an, a=1 s’il a plus d'un
an.
e La variable b concerne 1’état. b=0 si ’ordinateur est un peu abimé, b=1 s’il est en bon état.
e La variable ¢ concerne la fiabilité. ¢=0 si la marque est réputée peu fiable, ¢=1 sinon.
Apres dépouillement, il apparait que les clients achétent un ordinateur si :
e Il a moins d’'un an et que sa marque est réputé fiable ;
e Ousiil a plus d’'un an mais qu’il est en bon état ;
e Ou si sa marque est réputée peu fiable mais qu’il a moins d’un an.

1. Traduire par une variable boolienne F I’ensemble des criteres d’achat.

2. Faire le tableau de Karnaugh de F et donner une expression simplifiée de F. Traduire par une
phrase cette expression simplifiée.

3. Montrer par calcul, que E = @ + b. En déduire une expression de E et traduire cette expression
par une phrase.

Exercice 16 :
La connexion a un site Internet nécessite la saisie d’un mot de passe comportant de 8 a 12 caracteres.
Ces caracteres peuvent étre des lettres majuscules de l'alphabet francais ou des chiffres, ou des
caractéres spéciaux (tels que &, *, /, § ete).
Un mot de passe est valide si I'une au moins des trois conditions suivantes est réalisé :

e Il comporte au moins trois chiffres et trois caracteéres spéciaux.

e [l comporte au moins cinq lettres.

e Il comporte moins de trois chiffres mais au moins cinq lettres et trois caracteres spéciaux.
Partie A - Reconnaitre si un mot de passe est valide

1. Parmi les mots de passe suivants, quels sont ceux qui sont valides 7
H32EXZ&K5 LUC230598** 123(M*K<4

2. Paola veut créer un mot de passe avec 4 lettres, 4 chiffres et 4 caracteres spéciaux. Ce mot de
passe sera-t-il accepté 7 Et un mot de passe de 8 lettres 7

Partie B — Ecriture d’une expression booléenne

On définit 3 variables booléennes a, b et ¢ de la facon suivante :
e =1 sile mot de passe contient au moins 3 chiffres, sinon a=0.
e b=1 si le mot de passe contient au moins 5 lettres, sinon b=0.
e ¢=1sile mot de passe contient au moins 3 caracteres spéciaux, sinon c=0.

Ainsi que la variable A telle que A=1 si le mot de passe est valide, A=0 sinon.
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1. Traduire chacune des 3 conditions de validité d’un mot de passe a 1’aide des variables a, b et c.

En déduire I'expression de A.

2. Représenter A avec un tableau de Karnaugh. En déduire une expression simplifiée de A.

3. Par calculs, retrouver la forme simplifiée de A.
4. Exprimer par une phrase la condition pour qu’un mot de passe soit valide.

Partie C — Les mots de passe non valides
1. En utilisant le tableau de Karnaugh, déterminer I’expression de A.

2. Retrouver le résultat par calculs.
3. Exprimer par une phrase la condition pour qu'un mot de passe soit refusé.
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