La trompette - correction
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Partie A : le volume de la trompette 7

Un objet a la forme d’une « trompette » : un solide de 2 7
révolution obtenu en faisant tourner autour de l'axe y= 7
(0Ox) le morceau de parabole qui représente la fonction

N

carré sur [0 ;1] (Figure 1). On souhaite calculer le __»x_%z
volume de cet objet. °

/

Pour obtenir une valeur approchée par exces du

o . . z 1% cylindre l
volume de la trompette, on adopte le principe suivant:
on partage le segment [0 ; 1] en n parties égales, n étant L
un entier supérieur ou égal & 2 ; on construit des
cylindres extérieurs a la trompette, comme l'indique la X
Figure 2 (cas ou n = 6). - -t
Figure 1 Figure 2
1. a.
er : . — (L2 = 1 = 1
1° cylindre : R; = (6)2 364et h1 e )
&me : . = (52 = — = ==
2¢me cylindre : R, = (6) e =5 ¢t h -
b.
On rappelle le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur h :V = tR? X h.
LV = 2 — (e xio T - 2 — o2l
On a donc : V; = nR, Xh—rt(36) Xo=——et V, = nR, Xh—n(g) Xo=_—
Formule générale avec n parties :
Chaque cylindre aura une hauteur de i
1 1 N 2 1 1 =
R, = (;)2 =Ed’0u V, =R, Xh=7‘[(n—§)2 X;—F. .
2 2 N 2 2 1 mx2
R, = (;)2 =n—2d’ou V, =nR,”" X h = Tt(n—z)z X;= 5
2.
from math import pi
def volume(n):
V=0
for k in range(n+1):
V=V+pi*k**4/n**5
return V
3.
Si il y a n parties, le k-iétme cylindre (avec k un entier tel que 1 <k <n) a une hauteur de i et un rayon de :
_ (k2 _ K2
Rk - (n) T2t
. N . 2 k2., 1 _ mxk?*
Ce qui donne un volume pour le kieme cylindre : V, = nR,“ X h = Tt(n—z) X~ ==

4 4 4 4
Le volume total est : V.=V, +V, + -+ 1, =nnx—51 11:nx_52 nnx—:+---+nnx—:=%(1 + 2%+ +n)
4. Calculer une estimation du volume de la trompette, obtenue & I’aide de la somme des volumes de 160 cylindres
soit & laide de votre programme soit de votre calculatrice).

On arrondira le résultat au centiéme pres.

On trouve : V = 0,64.



Partie B : des calculs de sommes
L’objectif de cette partie est de découvrir une méthode permettant le calcul direct de la somme 1* + 2% + 3* +
-+ n* qui intervient dans le calcul du volume de la trompette.

1.
Avec les 2 mémes motifs, on voit que 'on va pouvoir créer un rectangle de n par n+1 de coété.
On a donc une aire de : n X (n + 1).

. . nn+1)
Donc pour un seul motif on trouve bien S, =—=——.

2. Pour démontrer cette formule, on propose ci-aprés une autre méthode, intéressante car elle s’applique encore

pour calculer d’autres sommes. Pour tout entier naturel n = 2, on note C, = 12 + 22 + --- + n?2.

a.
C,=12+4+22+4--+n?doncCpp; =12+22+-+n2+(n+1)2=C,+(n+1)>=C,+n?>+2n+1.
Donc, C, = Cpyy — % —2n— 1.

b.

Corr = O+ D2+ 1+ D2+ Q2+ 12+ B+ D24+ (-1 +1)" + (n+1)?
=02+2Xx0X1+12+12+2X1x1+12+22+2x2x1+ 1>+ +n?+2xnx1+1?
=1+12+2xT+0+22+2x2+0+--+n*+2xH+1
Dans cette expression, on retrouve (n+1) fois le chiffre 1 (bleu), on retrouve C, (jaune) et en factorisant par 2,

on fait apparaitre S» (vert).
On adonc: Cpy=Cn+ 2 X 83+ (n+ 1).

c.
De la 2.a, on trouve que C,.; —C, =n?+2n+1
De la 2b, Cn+1- Ch=2 X Sn + (n —+ 1)

Donc,2 X S, + (n+ D=n*+2n+1 o2xS,=n+1)? -n+1)e2xS,=n+1)n+l1-1)e

2x S, =(n+Dne S, =20

3. a. Soit k un entier naturel. Développer (k + 1)3.

(k+ 13 =k®+3k>+3k+1
3. b. En s’inspirant de la méthode décrite au 2., déterminer une formule permettant, pour tout entier n > 2, de
calculer rapidement la somme C,, = 12 + 2% + -+ + n?.

Appelons T, = 13 + 23 + .-+ n3

Top1 —Tp=m + 1*=n>+3n*+3n+1
Tor = O+ 1P+ 1+ 1P+ Q@+ 13+ B+ D+ + (=D +1) + (1 +1)* =03 +3x02+3x0+1+13 +3x
1243 x14142243x2243%x2+1+-+n+3n2+3n+1="T, +3C, +3S,+ (n+1).

Onadonc:T,; =T, +3C,+3S,+(n+1) donc T,,,;, — T, =3C,, +3S, + (n+ 1) =(n + 1)3

Ce qui donne : C, = (n+ 13-35,-(n+1) _ (n+ 1)3 -3 (49 _ (+1)((n+1)2-2-1) _ (n+ D)2 +2n+1-2-1) _ (4D (2 +2n-2 _
3 3 3 3 3
3 1
(n+Dn(n+2-3) _ nn+1)(n+3) _ 2n(@+D(2n+n) oufEfeE ;)

3 3

4. La méme méthode permet de démontrer les résultats suivants, que 'on admettra : pour tout entier n > 2,
B+23 4 4nd=1n2(n+1)2 et 14 +2* 4 nt =S +-nt 40— —n,

En déduire un calcul donnant ’approximation du volume de la trompette obtenue en utilisant 160 cylindres.

Pour notre volume, on avait la formule suivante :

T T

1
—(1+2%4+... 4) — _
Teos L+ 20+ +nh) =755

3

1 1 1
V=V, +Vy+ 4V = (5160° +-160* +3160° — 2-160) ~ 0,638



